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Elementy kombinatoryki

Symbol Newtona

o kombinacje- wybor k
Reguta mnozenia

elementéw
i dodawania z n elementéw
n n!
-Kolejnos¢ elementéw jest wazna ( ) —
" k/  k!'(n-k)!
-Wybér polega na podjeciu n Ale EIementOW nie jest
decyzji, a kazda na k sposobow wazna
Np. liczby utworzone z cyfr Karty, kule

nieponumerowane,

Silnia

gdy ustawiamy wszystkie
elementy

w ciggu jeden po drugim

n=1-2-3-4.
n

Osoby w kolejce,
ksigzki na potce....



Kombinatoryka

Przyktady.

1. Naile sposobow mozemy ustawi¢ 6 osob w kolejce do sklepu?

2. Naile sposobéw mozemy ustawi¢ w kolejce 4 dziewczeta i dwoch chtopcdw, tak, aby dziewczeta staty
przed chtopcami?

3. Naile sposobéw mozemy ustawi¢ w kolejce 4 dziewczeta i 5 chtopcdw, tak, aby dziewczeta staty na
przemian chfopcami?

4. Rzucamy monetq i trzy razy kostka szescienna. lle jest wszystkich wynikéw tego doswiadczenia?



Kombinatoryka

5. lle jest mozliwych numerdéw pesel dla oséb urodzonych 6 listopada 2023 r. ?

6. lle roznych tablic rejestracyjnych typu litera litera liczba liczba liczba liczba liczba liczba mozna utworzy¢
( XYO00000 nie jest numerem) ?

7. lle mozna utworzy¢ czterocyfrowych kodéw pin jesli kodem nie jest sekwencja 0000 ?
8. lle jest liczb pieciocyfrowych ztozonych wytacznie z cyfr ,07, ,2”,,5"?

9. lle jest liczb pieciocyfrowych w zapisie ktorych cyfry nie powtarzajg sie?




Kombinatoryka

10. Piec¢ osob stoi na dworcu kolejowym. Kazda moze wybrac jeden z trzech pociggow

pospiesznych. Na ile sposobow mogg to zrobié?

11. Jeden bar oferuje 6 zup i 10 drugich dan, a drugi bar oferuje 4 zupy i 5 drugich dan. lle réznych

zestawow jest do wyboru w kazdym z tych barow?
12. Z talii 52 kart wybieramy 4 karty. lle jest mozliwosci wyboru kart wsrod ktérych beda:

a)2 Asy b) 2 Asy i 1 Krdl c) beda co najmniej dwa kiery




Kombinatoryka

13. W kolejce do sklepu stoi 12 osob, wsrdd nich Ania i Basia. lle jest mozliwosci ustawienia w kolejce

tych osdb, aby
a) Ania i Basia staty koto siebie b) pomiedzy Ania i Basia staty co najmniej trzy osoby?

14. Ze zbioru liczb naturalnych od 1 do 200 tworzymy 6-cio elementowe ciagi, w ktérych liczby sie nie

powtarzajg sie. lle utworzymy ciggdw rosnacych?
15. lle jest liczb czterocyfrowych, gdzie cyfry nie powtarzajg sie

a) Dowolnych b) wiekszych od 4000 c) parzystych d) podzielnych przez 5.




Kombinatoryka

16. lle réznych stéw, majgcych sens lub nie mozna utworzyé przestawiajac litery w stowie

a) KOT b) LUNA c) KASA d) ABRAKADABRA

17. Na ile sposobow posadzimy 16 oséb przy okragtym stole?
18. Wsrdd 16 oséb jest Ania i Basia. Na ile sposobdw posadzimy 16 oséb, aby Ania siedziata koto Basi?

19. lle jest mozliwosci aby w czteroosobowej rodzinie co najmniej dwie osoby urodzity sie w tym samym
miesigcu?

20. lle jest mozliwosci aby w czteroosobowej rodzinie dwie osoby urodzity sie w tym samym miesigcu?




Kombinatoryka

17. Na ile sposobdéw posadzimy 16 osob przy okrggtym stole? 15!

18. Wsrdd 16 oséb jest Ania i Basia. Na ile sposobéw posadzimy 16 osob, aby Ania siedziata koto Basi?
14! X 2

19. lle jest mozliwosci aby w czteroosobowej rodzinie co najmniej dwie osoby urodzity sie w tym samym
miesigcu? 8856

20. lle jest mozliwosci aby w czteroosobowej rodzinie dwie osoby urodzity sie w tym samym miesigcu?
15840




Okreslenie prawdopodobienstwa

Definicja 1.

Przestrzeniq zdarzen elementarnych nazywamy niepusty zbior Q, a zdarzeniem elementarnym — jego
pojedynczy element w € ().

Przyktad.

1. Rozwazmy rzut kostka sze$cienna do gry. Wowczas Q0 = {1,2,3,4,5,6}.
Zdarzenie A niech oznacza wyrzucenie liczby oczek mniejszej niz 4. Wtedy A = {1,2,3}.

1. Rozwaimy rzut dwiema ( roznymi) kostkami do gry. Wéwczas

((1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6))
(2,1),(2,2)s cos e e e ee o (2,6)
0= BDBD i (36 |
(1) o e oo oo (46) [
CR D N (-1
R N (X5




Okreslenie prawdopodobienstwa

Oznaczenia

Zdarzenie niemozliwe @

Zdarzenie pewne Q

Zdarzenie przeciwne do zdarzeniaAto A, A'=Q— A
Zdarzenie A pocigga za sobg zdarzenie B,A c B
Zdarzenia wykluczaja sie, AN B = Q.



Okreslenie prawdopodobienstwa

Definicja (aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa)
Niech () bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych, Z-borelowskie ciato zdarzen utworzone z podzbioréw tej przestrzeni.

Prawdopodobiennstwem zdarzenia A nazywamy pewna miare P(A), ktéra kazdemu zdarzeniu A, A € Q, przyporzagdkowuje

liczbe rzeczywistg P(A) w taki sposob, ze

(A1) P(A) =0 (A2) P(Q) =1

(A3)jesliA,BEQiIiANB =09, toP(AUB) =P(A) + P(B).

Warunki (A1), (A2), (A3) nazywamy aksjomatami prawdopodobienstwa.

Tréjke (Q, Z, P) nazywamy przestrzenig probabilistyczna.




Okreslenie prawdopodobienstwa

Definicja (klasyczna definicja prawdopodobienstwa)

Niech Q bedzie skorniczonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych.
Jezeli wszystkie zdarzenia jednoelementowe s3 jednakowo prawdopodobne, to

prawdopodobienstwo zdarzenia A4 C () jest rowne:

P(A) = ﬂ _ liczba zdarzen sprzyjajaacych zdarzeniu A
||  liczba wszystkich zdarzen elementarnych




Okreslenie prawdopodobienstwa

Przyktfad.

1. Rzucamy dwa razy kostkg szescienna do gry. Jakie jest pr-wo, ze suma oczek
wyrzucanych w dwoch rzutach jest rowna 6 ?

2. Rzucamy trzy razy monetg symetryczng, jakie jest pr-wo, ze co najmniej raz
wyrzucimy orta?

3. W pudetku znajduja sie 4 losy wygrywajgce i 6 przegrywajacych.
Losujemy dwa losy. Oblicz pr-wo wylosowania
a) Dwoch losow wygrywajacych , odp. 2/15
b) Co najmniej jednego losu wygrywajacego , odp. 2/3

4, W klasie jest 9 dziewczat i pewna liczba chtopcow. Wybieramy losowo dwie
osoby z klasy. Pr-wo wybrania co najmniej jednej dziewczyny jest rowne g.

llu chtopcow jest klasie? Odp. 6




Okreslenie prawdopodobienstwa

5. Maty chtopczyk przestawia losowo 4 klocki z literami A,A,M,A.
Jakie jest pr-wo, ze utozy stowo MAMA? Odp. 1/6
6. Cztery ponumerowane kule umieszczono w pieciu ponumerowanych
szufladach. Oblicz pr-wo zdarzenia
a) Wszystkie kule trafia do innej szuflady odp. 24/125
b) Wszystkie kule trafiag do jednej szuflady odp. 1/125
7. Na parterze bloku majacego oprocz parteru 6 pieter, wsiadto do windy 5 osob.
Oblicz pr-wo, ze
a) wszystkie osoby wysiada na jednym pietrze odp. 1/1296
b) kazda osoba wysigdzie na innym pietrze odp. 5/54




Okreslenie prawdopodobienstwa

8. Ztalii 52 kart losujemy 13. Oblicz pr-wo, ze wylosujemy
a) 3 piki, 4 kiery, 5 trefli
b) Co najmniej 12 pikow
c) 4kiery i co najwyzej 1 trefl
d) Co najmniej 4 kiery




Okreslenie prawdopodobienstwa

Twierdzenie ( wlasnosci prawdopodobienstwa)

1. 0<P(A) <1 dlakazdego zdarzenia A c ()

2. P(Q) =1 oraz P(®)=0

3.P(A) < P(B),gdyAcC B

4.P(A") =1—-P(A)

5.P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A N B) dladowolnych zdarzen A,B c Q
6. P(AUB) < P(A) + P(B) dladowolnych zdarzen A, B c Q.

7. Jesli zdarzenia Aq,A,, ..., A, € Q wykluczajg sie parami,to P(A; UA,U---UA,) =P(4;) +P(4,) +--+ P(4,)




Przyktady — prawdopodobienstwo

Przyktad.

1. Wiadomo, ze A,B € Q, P(A') = %,P(A UB) = %,P(A NB) = %

Oblicz P(A), P(B),P(A — B).
2. Wiadomo, ze 4,B € Q, P(4) = 0,6, P(B')=0,25,AUB C Q.
Oblicz P(B),P(AN B),P(B — A).

3. Ztalii 52 kart losujemy jedng karte. Jakie jest pr-wo, ze wylosowana karta jest asem
lub pikiem?




Prawdopodobienstwo warunkowe

Definicja (prawdopodobienstwo warunkowe)

Niech A, B beda zdarzeniami losowymi zawartymi w (2, przy czym P(B) > 0 .

Prawdopodobiefistwem warunkowym P(A|B) zajscia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto

zdarzenie B nazywamy liczbe

P(AN B)
P(A|B) = PE,




Prawdopodobienstwo warunkowe — przyktady

Przykiad.

1. Rzucamydwa razy kostka szescienna do gry. Jakie jest pr-wo, ze w pierwszym rzucie otrzymamy

mniejsza liczbe oczek niz w drugim rzucie, jesli wiadomo, ze w drugim rzucie wypadto 5 lub 6

oczek?

2. Ztalii52 kart losujemy jedna karte. Jakie jest pr-wo, ze wylosowana karta jest asem, jesli

wiadomo, ze jest pikiem.

3. ObliczP(4IB), jesli P(AUB) =—, P(B) ==, P(4) =,




Prawdopodobienstwo warunkowe — przyktady

P(ANB)

P(AIB) = —p5 5>

4. 7 talii 52 kart wybrano losowo dwie karty. Oblicz pr-wo, ze bedga to

a) Dwa Asy, jesli wiadomo, ze wybrano co najmniej jednego Asa

b) Dwa Asy, jesli wiadomo, ze wybrano Asa Pik.




Niezaleznosc¢ zdarzen

Definicja ( Zdarzenia niezalezne)
* Dwa zdarzenia A, B () nazywamy niezalezne, jezeli zachodzi rownosc
P(AnB)=P(A) - -P(B).

« Zdarzenia nazywamy zalezne, jezeli P(A N B) # P(A) - P(B).




NiezaleznosC zdarzen— przyktady

1. Rzut kostka szescienng do gry. Rozwazmy zdarzenia:

A —wyrzucona ilos¢ oczek jest liczbg parzystg, B — wyrzucona ilos¢ oczek jest wieksza od 2.

Czy zdarzenia sg niezalezne? Zdarzenia niezalezne
P(AnB) =P(A) - P(B)

2. 7 talii 52 kart losujemy jedna karte. Rozwazmy zdarzenia:

A - Wylosowana karta jest pikiem, B - Wylosowana karta jest asem. Czy zdarzenia sg niezalezne?
3. Rozwazmy trzykrotny rzut monetg symetryczng. Rozwazmy zdarzenia:
A. Wyrzucenie co najmniej jednego orfa i co najmniej jednej reszki

B. Wyrzucenie co najmniej jednego orta. Czy zdarzenia sg niezalezne?




NiezaleznosC zdarzen— przyktady

1. Do sygnalizacji czerwonego sSwiatta zuzyto dwoch niezaleznie dziatajgcych od siebie sygnalizatorow.
Prawdopodobienstwo awarii pierwszego z nich wynosi 0,01, a drugiego 0,02. Jakie jest
prawdopodobieristwo awarii doktadnie jednego z nich?

2. Trzej strzelcy A,B,C strzelajg niezaleznie od siebie do tej samej tarczy. Prawdopodobienstwo ich
trafien to P(A)=0,8, P(B)=0,7, P(C)=0,5. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
a) Tarcza zostanie trafiona raz

b) Tarcza zostanie trafiona dwa razy




Niezaleznos¢ zdarzen— przyktady

3. Przerwanie obwodu elektrycznego moze nastgpi¢ wskutek defektu elementu a; lub obu jednoczesnie a, i as.
Prawdopodobienstwa defektu tych elementéw wynosza:

P(a,) =0,3,P(a,) = 0,2,P(a3) = 0,5. Oblicz prawdopodobieristwo przerwania obwodu.

—R a,




NiezaleznosC zdarzen— przyktady

4. Wyznacz prawdopodobienistwo przeptywu pradu w ukfadach, jesli prawdopodobienstwa, ze poptynie przez nie
prad wynosi: P(a;) = 0,75; P(a,) =0,8; P(a3) =0,9.

a) X b) —R—R—

S
)




Schemat Bernoulliego

Definicja ( Schemat Bernoullie’go)

Jezeli przeprowadzimy n niezaleznych i identycznych doswiadczen, w ktorych s3 tylko dwa mozliwe
wyniki, to taki cigg powtdrzen tego samego doswiadczenia nazywamy schematem Bernoullie’go.
W schemacie tym jedno ze zdarzen elementarnych nazywamy sukcesem, a drugie porazka.

W schemacie n préb Bernoullie’go prawdopodobienstwo P, (k) otrzymania doktadnie k sukcesow

wyraza sie wzorem: P, (k) = (1’:) pkqn—k

gdzie p-prawdopodobienstwo sukcesu, g-prawdopodobienstwo porazki oraz p + q = 1.



Schemat Bernoulliego

Przyktad. Rzucamy 5 razy symetryczng monetga. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
a) 0 razy wyrzucimy orta

b) 1 razy wyrzucimy orfa

c) 2 razy wyrzucimy orta n N
Pn(k) — (k) pkqn f

d) 3 razy wyrzucimy orta

e) 4 razy wyrzucimy orta

f) 5 razy wyrzucimy orfa




Schemat Bernoulliego
Przyktad.

W urnie jest 15 kul: 10 biatych, 5 czarnych. Losujemy 10 razy po jednej kuli,
zZwracajac za kazdym razem wylosowang kule do urny.

Oblicz pr-wo wylosowania kuli biatej nie mniej niz dwa razy, ale nie wiecej niz 4

razy.

Pa(k) = () P q" "




Schemat Bernoulliego

Twierdzenie- (najbardziej prawdopodobna liczba sukcesow )
e Jesliliczba (n + 1)p jest liczbg catkowitg, to najbardziej prawdopodobne s3 dwie wartosci:
m+1p—1oraz(n+ 1)p

e Jesli liczba (n + 1)p nie jest liczbg catkowitg, to najbardziej prawdopodobng liczbg sukceséw w

schemacie n préb Bernoullie’go, jest to najwieksza liczba catkowita mniejsza od (n + 1)p, czyli
[(m+ 1)p] czyt.: catos¢z (n + 1)p.
Przyktad.

1. Rzucamy 5 razy symetryczna monetg. Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba wyrzucenia orta?




Prawdopodobienstwo calkowite

Definicja- prawdopodobienstwo catkowite
Jezeli
® B1UB2UUBn = ()

e zdarzenia By, B, ..., B, wykluczajg sig parami
e P(By)>0,P(B,) >0,..,P(B,) >0,

to dla kazdego zdarzenia A c ()
P(A) = P(A|By) - P(By) + P(A|B;) - P(B3) + -+ P(A|B,,) - P(By).

Wzor powyzszy nosi nazwe wzoru na pr-wo catkowite.




Prawdopodobienstwo calkowite

Pr-wo mozna zilustrowac za pomocg tzw. drzewa stochastycznego

B1 B2 B
P(AIBI)/\ P(AB2) /\ P(A|By) /\
A A A A A A




Prawdopodobienstwo catkowite - przyktady

1. W sklepie sg 3 skrzynie z pomaranczami i 2 skrzynie z cytrynami.

W kazdej skrzyni z pomaranczami znajduje sie 3% owocow zepsutych,
natomiast w skrzyniach z cytrynami znajduje sie 5% owocow
zepsutych.

Pobieramy losowo jeden owoc z dowolnej skrzyni.

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest zepsuty.




Prawdopodobienstwo calkowite-przyktady

2. Mamy 3 maszyny typu A, 5 maszyn typu B, 2 maszyny typu C.

Kazda z nich produkuje te samg ilos¢ towaru.

Dla maszyny mamy sktad:

Dla typu A : 50% wyrobow | gat., 45% wyrobow Il gat., reszte stanowig braki.
Dla typu B: 80% | gat., 17% |l gat. ,reszta to braki.

Dla typu C: 30% | gat., 69% |l gat., 1% to braki.

Pobieramy losowo jedng sztuke towaru.

Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze wybrana sztuka jest | gatunku.




Wzor Bayesa

Twierdzenie- Wz6r Bayesa

Jezeli

e BUB,U---UB, =(Q)

e zdarzenia By, B, ..., B, wykluczajg sig parami
e P(B;)>0, P(B,)>0,...,P(B, ) >0,

to dla kazdego zdarzenia Ac () zachodzi wzor:

P(A|By) - P(By)
P(A)

Twierdzenie Bayesa stosujemy glownie wtedy, gdy znamy wynik doswiadczenia i pytamy o jego przebieg.

P(By|A) =




Wzor Bayesa- przyktady

1. Dane s3g dwie urny z kulami:

urna A zawierajgca 6 czarnych i 9 biatych kul

urna B o zawartosci 5 czarnych i

Wylosowano biatg kule. ‘

Jakie jest prawdopodobienstwo,

15 biatych kul.

znamy wynik doswiadczenia
| pytamy 0 jego przebieg
Wzor Bayesa

ze pochodzi ona z urny A?

P(By|A) =

P(A|By) - P(By)

P(A)




Wzor Bayesa- przyktady

2. W sklepie sg 3 skrzynie z pomaranczami i 2 skrzynie z cytrynami.
W kazdej skrzyni z pomaranczami znajduje sie 3% owocow zepsutych,

natomiast w skrzyniach z cytrynami znajduje sie 5% owocow

zepsutych. znamy wynlk_doswmdcz_ema
| pytamy o jego przebieg
Wybrano owoc zepsuty. ‘ Wzér Bayesa

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest to pomarancza?

P(A|By) - P(By)

P(By|A) = P(A)




Wzor Bayesa- przyktady

3. Mamy 3 maszyny typu A, 5 maszyn typu B, 2 maszyny typu C.

Kazda z nich produkuje te samg ilos¢ towaru.

Dla maszyny typu A mamy: 50% wyrobow | gat., 45% wyrobow Il gat., reszte stanowig braki.
Dla typu B: 80% | gat., 17% |l gat.,reszta braki.

Dla typu C: 30% | gat., 69% Il gat., 1% braki.

znamy wynik doswiadczenia
| pytamy o jego przebieg

Pobieramy losowo sztuke | gatunku ‘ Wzér Bayesa

Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze to maszyna typu A.

P(A|By) - P(By)

P(By|A) = P(A)
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